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1.HIPERBOLA

Definicion

La hipérbola es el lugar geométrico descrito por un punto “ P " gue se mueve en el
plano de tal modo que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos
fijos del plano F' y F (llamados focos), es siempre una cantidad constante 2a.

Esto es |PF'- PFl =2u




NOTACIONES
La hiperbola consta de dos ramas diferentes y de longitud infinita, en donde:

A4d'= 2a , eje focal o eje transverso (o eje real).
FF'=2¢, distancia focal.

BE'=2h, eje conjugado (o eje imaginario).

El punto medio de FF™ es el centro C de la hipérbola.
CA'=CAd=a, CB=CB=b0, CF'=CF=c.

Para que haya hiperbola es necesarioque c>a.

La cuerda que pasa por un foco y es perpendicular al eje focal se llama lado recto
( LR ) o ancho focal.




1.1TFORMA ORDINARIA DE LA ECUACION DE LA HIPERBOLA
CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL SOBRE
ALGUNO DE LOS EJES COORDENADOS

Consideremos una hipérbola con “a” y "¢" conocidos, ubicada en un sistema de
coordenadas cartesianas rectangulares, cuyo centro coincide con el origen de coordenadas
C(0,0), sus focos estdn sobre el eje “x" cuyas coordenadas son F'(-c0) y Flc0) y sea

Plx, v} un punto cualquiera de la hipérbola (que puede estar sobre la rama izquierda o sobre

la derecha sin que esto altere la definicion de hipérbola) ubicado sobre la rama derecha
como s& muesira en la figura y que de acuerdo con la definicion este punto P estara situado
en la hipérbola dada si y solo si PF'-PF =2a , expresandola analiticamente:

P




si PF'= J{x+f}1 +y' : PF ='J{.I'-|'."F +y

-,ill{;r+c}1 + 3 --..Jl{;r-c}l +y =2a
Alslando el primer radical en el primer

miembro, elevando al cuadrado, haciendo

operaciones y reduciendo términos
semejantes se liene:

J{:+c}l + 3 = En::l'+-|,l|r'|:.t—{‘:|'l +
(x+c) + 37 =4al+4ﬂ1f{x-r:]ll+f +lx=c) +3°

1
¥+ 2ex+et + ¥y =4at +4|:i‘1||||{.t--|i‘} + v +x*=2ex+ct + 37

dex=da’ = 4&-4’{1 -c) +y?

ex—a® = ayf(x—ef + 37

elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes:
{I’.".I"-'-Illlr =a’ [{::-.:*}1 + f]

't =2acxva’ sa’y =2a'ex+atet v aty’

lll:.,l - a-l-

factorizando: [¢* - a® i —a?y? =a*(e? —a?)

—

2.2 2.2 x. 2
X =adx =ay =a




la relaciéon entre a,b y ¢ por el teorema de Pitagoras es
c* =a’ +b*, despejando p* =¢° —a® vy sustituyendo en la expresion anterior, se tiene:

BIIE _al}__l = ﬂ_lﬁl

B a:}-: ) JerE | 52 Vo {I]
P h 'Hzﬂz = FEFEI PR =l wes

dividiendo entre a’b*:




Con las mismas condiciones anteriores, pero con
el eje focal coincidiendo con el eje “y°

procediendo analiticamente en la misma forma se

2 1
obtiene [a ecuacidn }_I_:-:ﬂ ol I} que es la
id

FORMA ORDINARIA de la ecuacidn de la
hipérbola con centro en &l origen y eje focal sobre

el eje y.

La ecuaciones (I, y .II} contienen sélo
potencias pares en las varables x y v, la
hipérbola que determinan cada una de ellas es
SIMETRICA respecto a cada uno de los ejes
coordenados y al origen, por lo que al bosquejar
su grafica es suficiente considerar solamente la
parte que esta situada en el primer cuadrante y
aprovechando su simetria se puede completar el
bosquejo de su grafica.




» Sien las ecuaciones Iy (I}, los semiejes a y b son iguales (a=bh), las hipérbolas
resultantes se llaman EQUILATERAS, ya que el rectangulo principal de la hipérbola
equilatera es un cuadrado v por lo tanto sus asintotas son perpendiculares entre si.

i ¥

=Y

/ \

i_}'_=| -1'__£=]
7 3

a a a a
obien ' —y* =a’ o bien v’ —x* =a

[
[

.




2 |

= [Dwos hipérbolas en un mismo sistema de coordenadas con ecuaciones :—2— rele "
i

¥ a
J"__£~ =1 s& llaman hipérbolas CONJUGADAS entre si.




Los ELEMENTOS de [a hipérbola referidos al
sistema de coordenadas x, v son:

B « 5 la hipérbola es horzontal:

| 2 A
i ;_*_bi= 1 cl00); Alag); Blo.b);
’
| Fle,0), para determinar  las
' coordenadas de [, despejamos “y"
de la ecuacion [Tk y=+2 ¥ _at .
il
haciendo X=¢ 5@ liene
- 4 r r!
y= i—-ql.: —a' = b EI-I ib y_b— 8% para L[ b ] _1.==_b_
i il i
-
% para ..:,_'b_]. Por simetria de la hipérbola se tiene: A'-a0), B'0-b); F'l-c0)
id
I 2
L‘[—r:,b— ;ﬁ{—r:—h—] Ecuacion de [as asintotas: _1.==£:-: »——Ex
'E.; i i i

Ecuacidn del eje focal (fransverso). y=10 (gje x).

Excentricidad: e= <
il



« Si la hipérbola es wvertical: =1; C[00);

L5
Alp,a) Blb0); Flo,e); L[ ]

Por simetria: A'(0-a); B'(-50); Fl0—):

SERFER NN

Ecuacidn asintotas: y= Ex; _15=—E.1'.

Ecuacion del eje focal: x=0 (eje v).
Ecuacion del eje conjugada: y=10 (gje x).
C

Excentricidad: = —
il

La EXCENTRICIDAD de la hipérbola es una caracteristica de la forma de su
rectangulo principal y por consiguiente de la forma de la misma hipérbola, quedando
determinada por la relacion de la distancia entre los focos de la hipérbola FF a la

distancia entre sus vértices 4' 4. quedando indicada por ¢ = L comoenla hipérbola
il

c>a, se liene que esla relacidn siempre 25 mayor gue uno o S2a que > 1, cuanio
Mas Ccercano es a uno esta valor, sera mas alargado su rectangulo principal en

direccitn de su eje focal, en el caso de la hipérbola equildtera, esta relacion es ¢ =42 .




EJEMPLOS

En cada incizo del 1 al 3 se da la ecuacidn de una hipérbola, se pide oblener sus
elementos y bosquejar su grafica.

r | I
) r_¥ _
16 9
Solucion

i : 1
La ecuacién dada es de la forma Lha. i,-i’_,=| (hipérbola horizontal). Para que el
e

bosguejo de la hipérbola s& haga rapidamente, se recomiegnda construir primero el rectangulo

principal, en seguida. trazar las asintotas (las diagonales), luego los elementos del primer

cuadrante, para después, aprovechando la simetria de la hipérbola complatar su bosquejo.

De la ecuacion dada: o’ =16 a=4; b* =9; b=3_como ¢’ =a’ +b*; " =16+9=25; c=5;
I

L = ; por lo tanto, sus elementos son: C[0,0); 4(4,0); B0,3); FI5,0); L[S,%]

a




Por simetria: 4'(-4,0); F(0-3); F(-50);

i
(53] f5-7): #(-5-3)
4 4 1
| . 3 3
3 L Ecuacidn asintotas: v= IJc, V= _II'
EF Ecuacion del eje focal (transwerso): yv=0
_&] NRE B : (eje x).

| i Ecuacién del eje conjugado: x=0 (gje v).
R -3 R

WE \ Excentricidad: £=%




-] h 4
yox
2) 16 G

Solucidn

2 II

La ecuacion dada es de la forma (Tl %—r=l
a 3
(hipérbola vertical), a* =16: a=4: »* =9 h=3, como

.l

=g’ +b P =16+9=25 c=5; h—-=§, por lo tanto,

sus elementos son: C(0,0); .4[0,;}: B(3,0); F05);

()

Por simetria: 4l0—4): g(-30); Fb-5): L'[E,— J;

2o

4 4

Ecuacion asintotas: y= EJnr: F=_§I'

Ecuacidn del eje focal : x=0 (gje v).
Ecuacidn del eje conjugado: y=0 (eje x).

Excentricidad: e = %




Solucidn

La ecuacitn dada es de la forma:

Ll

I r |
(T)ene I——z—1=l (horizontal) como a® = b*

2
ia
a=5h 0O s8a a=b=5 se& frata de una
hipérbola equilatera
et =zag® +ht =254 25=50" |‘.'=5-|E

%: 1?5=5 y los elementos son: C(0,0)
A(5,0); Bl03); FlsvZp); L[5423)

Por simetria: 4'(-50); B'(0-5): F[- Sﬁ,ﬂ};
U-542.5) RIsVI-3): w-542.-5)
Ecuacidn asintotas: y=x, y=—x.

Ecuacidon del eje focal (transverso). y=10
(eje x).

Ecuacion del eje conjugado: x=10 (eje v).
Excentricidad: e =2

-10




4) Obtener la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen, LR =3, semieje transverso
a =16y eje focal sobre el eje y.

Solucion

B

De acuerdo con la informacidn dada, la ecuacidn de la
hipérbola es de la forma:
3 ] 3 ]
(Mawe £ X 1 (vertical), si a=6 y LR=22=3; 22 _;
a- b a h
=9 b=1 =g’ +b e =36+9=45" c=3f5 ecuacion
2 :J
;T,‘IT=" los elementos son: C(00); A(06); B(3,0)

Flosf): LE,LE] Por simetria: 1(0-8); B(-3,0)
Flo.-345); L’[%,—LE]; F{—g?rﬁ] r [_é,—},ﬁ]

Ecuacion asintotas: v=2x; v=-2x.
Ecuacién del eje focal - x=0 (eje v).
Ecuacién del eje conjugado: y=0 (gje x).

Excentricidad: e = J“f = g




]

5) Obtener la hipérbola conjugada de %—% =1

Solucidn

Las hipérbolas conjugadas comparien los
mismos ejes, de tal modo que el eje focal de
una &s el conjugado de la otra y el conjugado
de la primera % el focal de la otra. La
ecuacion de la hipérbola conjugada es:

] .

%-ﬁ:l (horizontal), donde a*=9; a=3;

B2 =38 b=6: =g +bh" P=04+36=45"
B 36
c=3f5; —===12. Elementos: (0,0);

a 3
A(30); Blog); Fl5.0); Li512)
Por simetria: 4'(-30); B(0-6); F'{— LE,D};
rlaE2); ml3E-12); ml-3d5-12)
Ecuacién asintotas: y=2x. y=-2x.
Ecuacidn del eje focal: y=0 (gje x).
Ecuacidn del eje conjugado: x=10 (eje »).

Excentricidad: e = % =5




VIDEOS DE CONSULTA:

https://www.youtube.com/watch?v=ZrdbCg_c
qw4

https://www.youtube.com/watch?v=hrmt80je-wY

https://www.youtube.com/watch?v=X0se7kqqz8k

https://www.youtube.com/watch?v=Zg1ASF3C6uc

https://www.youtube.com/watch?v=mBTOp70iWvQ

https://www.youtube.com/watch?v=a6Eq3ZVLQFg
Https://www.youtube.com/watch?v=VRrvA49bull

www.dailymotion.com/video/xq8o0e6_ecuaciones-de-l...




1.2 FORMA ORDINARIA DE LA ECUACION DE LA HIPERBOLA
CON CENTRO FUERA DEL ORIGEN ¥ EJE FOCAL PARALELO
A ALGUNO DE LOS EJES COORDENADOS

X x I !
En forma analoga a la elipse, las ecuacionas (I)eus I—l—-;—1=1 y [I)sse }, —:T= |
i a
10s muestran la siguiente PROPIEDAD ESENCIAL de la hipérbola, que sirve para obtener su
scuacion en cualquier posicion. En esta seccion nos limitaremos Onicamente a hipérbolas
nworizontales y verticales con centro fuera del onigen.

FPROPIEDAD ESEMCIAL:

En las ecuaciones (I y (1L}, el primero y segundo términos significan:

(La distan cia de un pumio cualguiera ™ P de la hipérbola al eje conjugada |
(Magnitud del semieje transverso)”

_ (La distan cia de un punto cualquiera * P* de la hipérbola al eje transverso )’
( Magwitud del semieje conjugada)”




Apliguemos esta propiedad para obtener la ecuacion de la hipérbola con centro fuera
del origen y ejes paralelos a los ejes coordenados:

a) Si el centro tiene coordenadas (k&) y el eje focal es paralelo al eje x como se
muestra en la figura, al aplicar la propiedad esencial se tiene:

g2
canjugado

(POF _(PRF _, ()

at b
donde PO =x-h, PR=y-k
sustituyendo en (i):

ﬁ>>’< H*-—a\ Lo e O

WBN=¥Erso  Esta es la ecuacion de la hipérbola en forma

o UtTJ \ ordinaria con centro C{hk) y eje focal

paralelo al eje¢ x {(hipérbola horizontal).

b} Si el centro tiene coordenadas Clhk) y el eje focal es paralelo al eje * " como se
muestra en la figura, aplicando la propiedad esencial se tiene:




{F-g:}’ _{PR) =1 ...{i)

a b
donde PO =v—-k; PR=x—h \

sustituyendo en (i)

k) Ge=h)f )
a’ h*

I, g2 la ecuacion de la hipérbola en forma ordinaria "

con centro Ok, k) y eje focal (transverso) paralelo al

eje y (hipérbola vertical).

aie

Si las coordenadas del centro fueran 100), las /
ecuaciones |1 y [I7) se reduciran a las ecuaciones (T y (T[):

(x—0f (v-0) _ oy (1)
P p 1 TS

O-0F &=0F , , 2 = _, m

B J

a h a




EJEMPLOS

. (x-2F (v-3F
1) La ecuacidn de una hipérbola es EET =1. obtlener sus elementos y
bosquejar su grafica.

Solucion

La ecuacidn dada es de la forma:

(m),,, ‘,‘"]r _ok (hipérbola horizontal), |a
cual nos proporciona los  siguientes datos: las
coordenadas del centro C(hk)=(23); a*=9; a=3;
b =16 b=4ycomo ¢ =a* +b* c=+f0+16 =425
c=5. Con estos datos ya podemos calcular los

= elementos de la hipérbola para bosquejar su grafica en
forma andloga a las hipérbolas de la forma (T, y (I},

A partir del centro (23], se construye el rectangulo

principal y se trazan sus diagonales (asintotas) luego se
ubican sus elementos a partir del centro y en forma analoga como en las ecuaciones de la
forma (I, y (IL}.

k)= (23): Alh+ak)=(53); Blhk+b)=(27); Flh+ek)=(13); t hsec ks %]:[? _5]




Por simetria: 4'(k—a,k)=(-13); B'lhk-b)=(2-1); F'lh-ck)={-33)

2 1 1
L'[Jr—r:,.l;'+b—]=[—3,£]; 11'[}:+-:',.|:—b—]=[i',—3]: R'[.ﬂr—c',.l:—b—]=[—3,—1].
a 3 i 3 a 3

Ecuacion de 1as asiniolas: son 2 rectas que pasan por & punto ©(2,3) ¥ que tlenen pendienta

:|-1~=J;£=_Jci 0 S8a: }-—3=ti{x—2}; Jr=ix+L Y }'=—i1'+ﬂ-
a 3 3 3 3 3 3

Ecuacion del eje focal (o transverso): v =3 (recta horizontal).
Ecuacidn del eje conjugado: x=2 (recta verdical).
3

Excentricidad: e=S=2
a3




2) Obtener la ecuacion y el bosquejo de la grafica de la hipérbola con centro {1,-3) y
vértices A(l-1), B(4,3).

Solucidn

De acuerdo con la informacidn dada, |la ecuacion de
esta hipérbola es de |a forma:

[E...L" "-'T - "’J" _1 (hipérbola vertical), en v 4

duru:l&f..-l a,a_l,ff‘ﬂ=b:b=3 ¥ ’

=g+ b =449 =13 £=E: la ecuacion m_____l_ F_________L/
a 2 . -

as: [__'y,'-:-‘}-]'i_{.‘r—]]2 _1 ) N

Elementos: Clh,k)=(1,-3); Alhk+a)=(1-1)
Blh+b,k)=(4-3); Flhk+e)=[1-3+T3)

3
L[h+b—,.l:+r] [u -3+ I3J-
a 2’

Por simetria: 4 (k- a)=(1-5); B'(h—b,k)=(-2-3); F'(hk-c)=1-3-+13);

L‘[h+b—z,k—.:] [—-3 -.FE] R[h——k+c]_[—3—1+r]

[h—b—_ k- J:(-g,-z—-h—s]
2 11 2

- 1 — T
Ecuacitn asintotas: y+3=4=(x-1); y==x-= ¥ y=-33-3
- a

-
™ .._.:il. .
-8

3




. ) 2 _ 2 11 r B |
Ecuacidn asintotas: y+3=4=(x-1); y==x—-— § y=—-=x-=
3 3 A A A
Ecuacidn eje focal: x=1 (recta vertical).
Ecuacidn eje conjugado: y=-3 (recta horizontal).

Excentricidad: e= = = E

(T z




3) Obtener la ecuacion de la hipérbola con extremos del eje transverso A'(-23), A(4,3),
foco F{l - Lﬂ,]} y bosquejar su grafica.

Solucién

De acuerdo con la informacidn dada, la ecuacidn de la

hipérbola ez de la forma (ut,, {I_f']- - LP;:T =1
i
(hipérbola horizontal). El centro de la hipérbola es el punto

medio del segmento A4'A: E{"f;I‘,}";}"]={L,3}

CAd=a=4-1=3: CF=c=1+32-1:c=32

8i f=at+ b P =gt =18-9=9; b=3 —=
il
como a=4; 3=3. La hipérbola es equilatera y su ecuacion

e =1 =3
] 9

2
=23

b9
3

Elementos: C(1,3); 4(4,3); 8(L6); Fli+347,3); Lh+3428).
Por simetria: £'(-23); #(16); F(1-323); L(-36); fli+ 347 0); #(1-3420)

Ecuacion asintotas: y—3=2Ilx-1); y=x+2; y=-x+4

Ecuacion eje transverso: y=3.
Ecuacidn eje conjugado: x=1.
Excentricidad: e =2




4) Obtener la ecuacién de la hipérbola con centro C(5,2), foco F(5,7), excentricidad e =

bosguejar su grafica.
Solucion i

De acuerdo con los datos del problema, la ecuacion de \\

Lk | WH

. — I
la hipérbola es de la forma ()., :"F - i’bfﬂ =1
it
(hipérbola vertical). El segmento CF =c=7-2; ¢=35
S -E'=£= E: a=3: 'S =|:'I—.|:I'==E—";|=|ﬁ: h=4
a 3
b _16 e acisn: lr—2F = (x—sF =1
a 3 b 16

Elementos: [5,2); 4i5,5); 8(9,2); Fi5,7); L{%,'.r]-
Por simetria: 4'(5,-1); 8'(.,2); F'(5-3)

{5-5)457) #5-5)
373 3 373




5) Obtener la ecuacion de la hipérbola que satisfaga las condiciones indicadas en la
siguiente grafica, y sus elementos.

-y /
iR
/

—~ o 2 . 10 \

Solucion

La ecuacion de la hipérbola es de la forma (II)... (x ‘f’f _u ,*)z =1 (hipérbola horizontal).

a b
A simple vista podemos decir que C(6,4); 4(104); B(6,6): 4(2,4); B'(6,2). porlotanto a=4:

2 = s Aa¥F¥
b=2 y como S =a®+b =16+4=20; c=25: 2 —1: ecuacion: (’r::).-b 44)':,

Los elementos restantes son: F(6+2J54); Lle= ;Jg,s); Flo—2-5.3); rl6—255);
rle +2~5.3); rl6-2J53).

Ecuacion asintotas: y—4=:t%(x—6): y=%x+l; y=-%x+7

Ecuacion eje transverso: y=4.
Ecuacion eje conjugado: x=6.

Excentricidad: e = ZJ- ﬁ

2

5—
==




1.3FORMA GENERAL DE LA ECUACION DE LA HIPERBOLA
CON EJES PARALELOS A LOS EJES COORDENADOS

I
En forma ansdloga a la elipse, =i en las ecuaciones (I0),.. h_f”ll —b;,‘k}l =1y
P 3

r | I
(I),.. U_f}_ - h;fﬂ =1 multipicamos por 4'h°, desarrollamos los cuadrados,
i
trasponemos y ordenamos términos, oblenemos la ecuacion en FORMA GENERAL de la
hipérbola Ax® +%* + Dx+ Ev+ F =0 cuyos ejes son paralelos a los ejes coordenados,
donde los coeficientes 4 v O son de signo contrario, los coeficientes de primer grado O y £
indican que el centro de la hipérbola esta fuera del origen, si D=0 el centro esta sobre el eje
“v" sl E=0 estara sobre el eje "x", el término independiente F Indica que la hipérbola no
pasa por el origen v 2l F =0 entonces si pasa por el origen.




Reciprocamente, cuando |a ecuacion de una hipérbola es dada en forma general,
puede obtenerse su forma ordinaria mediante el método de completar cuadrados y asi
conocer sus elementos para bosquejar su grafica.

EJEMPLOS

En cada inciso se da la ecuacion de una hipérbola en forma general, obtener su forma
ordinaria, sus elementos y bosquejar su grafica.

1) 16x° —9y® +0dx+ 54y -161=0

Solucion

Se ordena la ecuacion dada como sigue:

lox® +64x -9y + 54y =161

factorizando y completando cuadrados:

16(x* +4x)-9y" —6y)=161

16 + dx+ (2F |- oy — 6w+ (30 |= 161 2 64— 51
16(x = 2) -9y -3F =144

dividiendo entre 144 :

= 144 [44 144

T S S [P

144 [44 s 16
16 o

= || Forma ordinaria




3 16
a =9 a=3 =16 b=4: =+ =9+16=35: c=5: —==
[

Elementos: C(-23); 4(1,3); Bl-2,7); FI3,3); 1{31—5]

Por simetria: 4'(-53); #(-2-1); F[-7.3); L'[— ??] i A’[E,—I]; H‘[— L—%]

3 3
Ecuacion asintotas: }'—3=t§{I+ 2): w= §x+g: }-=—%x+%
i =

Ecuacidn eje transverso: y=3.
Ecuacidn eje conjugado: x=-2.

Excentricidad: ¢ = %




2) 2yt - 23" +12x-50=0)

Solucion

Observar que en la ecuacidn dada no aparece &l
termino de primer grado en “y", 0 sea que el
coeficiente £E=0. por lo tanto e centro de |a

hiperbola estara sobre el eje x.

Dividiendo la ecuacion dada entre 2 se tieng:

yoox 4+hx-25=10
factorizando y completando cuadrados:
¥ =[xt —bx+ (3] )=25-9

y - Lr—i}lz =16

2 _a ]
dividiendo entre 16: T—ﬁ—h—l;;L:I forma ordinaria,

ge trata de una hipérbola equilatera vertical, en donde

ﬂ! =b==|-ﬁ: |'.'F=fll=-l1-,' f==ﬂz+b==32: .f:tl-JE: b_-=..1.

Elementos: C(3,0); A4(3.4); B(7.0); F{l-"‘-ﬂ]‘: 1{714""%}

Por simetria: .1'(3,-4); B1-10); FE~42); L(7-447); k- 1443); R-1-447)
Ecuacién asintotas: y=+llx-3); y=x-3 y=-x+3

Ecuacion eje transverso: x=3.

Ecuacion eje conjugado: y=0 (eje x).

Excentricidad: e =2




3) I’ 12y —d8y—-60=10
Solucitn

Como no hay término en “x 7, el coeficiente [ =0, la hipérbola tendra su centro sobre el eje

V.
Dividiendo la ecuacién dada entre 3 se obtiene: x* —4y" —16y-20=0
factorizando y completando cuadrados:

g | (L 4_7;}: 20
x—dlyt + 4y +(2f)=20-16

¥ —dy+2) =4
] ) -
Dividiendo entre 4: *__ W +2) _4
4 4 4
4

Xt (p+2F
|

. =1 Fomma ordinaria, es la ecuacién de una hipérbola horizontal, donde:




4) 47" - 2% +8x+ 16y =0
Solucion

La ecuacibn dada carece de témino r4
independiente (~ =0), por lo tanto se trata de
una hipérbola que pasa por &l origen.

Dividiendo la ecuacién dada entre 2 se obtiene: \1\\
2y? —x? +4x + 8y =0, ordenando, factorizando y
completando cuadrados:

.'-I_'p" +H}'—.1"" +4x=0

2y +dy+(2F )-le* —4x+ (2 )=8-4

Hy+2F —(x-2f =4

Dividiendo entre 4: & +2F _x-2F _4

4 4 4

2
L ";j- - {'T_ 2) =1 Forma ordinaria, es la ecuacion de una hipérbola vertical, donde:
at=2a= -rb'_-ib 2t =at+bh =2+4=6c= I—:E-.E

Elementos: €(2-2); 4l2-2+42); B(3-2); Flz—2+46); Ll2+ l-ﬂ,—l +f)




Por simetria: .-!'IEZ,—E— -ﬁ}l 80-2); F'I{E,—E— -J'E}l: L'|;Z+ 1-.5,—1—43}: R{E —2f2,-24 -urf-r}:
R(2-247,-2-6)

Ecuacidn asintotas: }-+1=14TE[.1-—1}: }-=%x—-ﬁ—l: _1.==—‘J|Tix+-ﬁ—2

Ecuacidn eje transverso: x=12
Ecuacidn eje conjugado: y=-2

Excentricidad: ¢ = -..E




ACTIVIDAD 1

1| Representa graficamente y determina las coordenadas de los focos, de los vértices y I3 excentricidad

de las siguientes hipérbolas,

2 2
ra R
144 81
2 2
2 Y -2 -1
144 25
3 2x? -3y? =30

2 9y? - 16x2 = 1296




a? =144

b? =81

C =~/144+ 81

A(l12,0)

F(15,0;

15

0
[

A(-12,0)

F{-150)



at - 144

b? =25

C =~/144+25

A(0,12)

F(0,13;

13
12

AT0,-12)

F0,-13)



2x* -3y* =30

Dividiendo por 30:

2 2

Y

15 10
a =15 a=-15
h? =10 b =./10
c =-15+10 c=5
AN15,0) A'(-15,0)
Fi(5,0) F{-5,0)

5 415



Dividiendo por 1296:
9y? - 16x% = 1296

y X 4
144 1
a =144 a=12
oF
bH? =81 b=9
c =~144+81 c =15
A(0,12) AT0,-12)
F(0,15; F{0,-15)
15 5
e = _____ = __




2| Representa graficamente y determina las coordenadas del centro, de los focos, de los vertices y Ia

excentricidad de las siguientes hipérbolas:

1 4x* -3y? -8x -8=0

2 y? -2x* -4x -4y =0




3| Hallar Iz ecuacion de una hipérbola de eje focal 8 y distancia focal 10,

4| El eje principal de una hipérbola mide 12, y |3 curva pasa por el punto P(8, 14). Hallar su ecuacion,

5| Calcular la ecuacion reducida de |a hipérbola cuya distancia focal es 34 y [a distancia de un foco al

vertice mas proximo es 2.




6| Determina la ecuacion reducida de una hipérbola que pasa por los puntos (41\@} y (EJEJE)

7| Determina |3 ecuacion reducida de una hipérbola que pasa por el punto (E,\E) y su excentricidad

ES,JE




8| Determina la ecuacion reducida de una hiperbola sabiendo que un foco dista de los vertices de la

hipérbola 50 y 2.

9| Determina la posicion relativa de la recta x + y — 1 =0 con respecto a la hipérbola x

10 Una hipérbolz equilatera pasa por el punto (4, 1/2). Haya su ecuacion referida a sus asintotfas

como ejes, y las coordenadas de los vértices y los focos,




VIDEOS DE CONSULTA:
https://www.youtube.com/watch?v=L4cBe6AQTwY

https://www.youtube.com/watch?v=_rIP1dMcVws
https://www.youtube.com/watch?v=5IXoWvHyDWE
https:/ /www.youtube.com/watch?v=AT3mKKG9nQM

https://www.youtube.com/watch?v=ZrdbCg_cqW4
https://www.youtube.com/watch?v=7ve-Rg7mF2I

https://www.youtube.com/watch?v=2aDP-l07gh4




ACTIVIDAD 2

Realice un video donde explique como se obtiene la ecuacion general a
partir de la ecuacion ordinaria.

1. El video tendra una duracion de 6 minutos.

2. Utilice una pizarra si no cuenta con una utilice hojas de papel
plumones o lapiz.

3. En el video solo debe aparecer las hojas la pizarra y el proceso de
como lo va realizando y su narracion.




Evaluacion:
Examen (conocimiento) 40%
Procesos y productos 30%

Desarrollo y Actividades 30%

Para hacer un total del 100%




2. NUMEROS REALES

El conjunto de los numeros reales pertenece en matematicas a la recta
numeérica que comprende a los numeros racionales y a los numeros
irracionales. Esto quiere decir que incluyen a todos los numeros
positivos y negativos, el simbolo cero, y a los numeros que no pueden
ser expresados mediante fracciones de dos enteros que tengan como
denominador a numeros no nulos (excluye al denominador cero).




Un numero real puede ser expresado de diferentes maneras, por un lado
estan los numeros reales que pueden ser expresados con mucha
facilidad, ya que no poseen reglas complejas para hacerlo. Estos son los
numeros enteros y los fraccionarios, como por ejemplo el numero 6767
que viene a ser un entero, o también el 3434, que es un numero
fraccionario compuesto de dos enteros, cuyo numerador es 33 y su
denominador es 44. Sin embargo, también existen otros numeros que
pueden ser expresados bajo diferentes reglas matematicas mas
complejas como numeros cuyos decimales son infinitos como el numero
TITT 0 2+/2 y que sirven para realizar calculos matematicos pero no
pueden ser representados como un simbolo numérico unico.




e —

.-'"'r
'4_.'3.-' '1 |D..1,2,3.."| §
2, 2 j

—, —

N- numeros naturales (entercs positivos)

Z= nimerms anleros (posilivas v neqgativos)

O~ nidmars racionales (racoonas y dacimales)
I- lracionales




Los numeros reales se representa con la letra RR, y aparecen por la
necesidad de realizar calculos mas complejos ya que en épocas como
entre el siglo XVI y el XVII, se hacian necesarias nuevas cifras para los
avances tecnoldgicos que ya no podian ser representados por cifras
aproximadas ni por expresiones coloquiales por su inexactitud. El rigor
del avance de la humanidad a partir de sus herramientas, hizo
necesaria la creacion de nuevas expresiones matematicas que den
mayor exactitud a los calculos.

VIDEOS DE CONSULTA:
https://www.youtube.com/watch?v=IsoFP2YApvs
https://www.youtube.com/watch?v=tMHJbmUGcQk

https://www.youtube.com/watch?v=EKNI09evFBs

https://www.youtube.com/watch?v=x2EEmTWVhq8




3. INTERVALOS

Definicion de intervalo

Se llama intervalo al conjunto de nimeros reales comprendidos entre otros dos dados: a v b que
se |llaman extremos del intervalo.

Intervalo abierto

Intervalo abierto, (a, b), ¢s ¢l conjunto de todos los niimeros reales mavores que a Yy menores
que b,

(a,b)={x e R/a<x<h}

(a.b)

a b

Intervalo cerrado

Intervalo cerrado, |a, b], 5 ¢l conjunio de todos los niimeros reales mavores o iguales que a v
menores o iguales que b.

[a.b]={xeER/a<x<hb}
[a.b]

- ; >
a b

Intervalo semiabierto por la izquierda

Intervalo semiabierto por la izquierda, (a, b], ¢s ¢l conjunto de todos los nimeros reales
mayores gue a v menores o iguales que b.

(a,b]={xeR /fa<x=<h}



(a,b]

o -



Intervalo semiabierto por la derecha

Intervalo semiabierto por la derecha. [a, b), ¢5 ¢l conjunto de todos los nimeros reales
mayores o iguales que a v menores gue b.

[a,b)={x e R fa<x< b}

[a.b)

-

a b

Cuando queremos nombrar un conjunto de puntos formado por dos o mas de estos intervalos, se
utiliza el signo L) (unién) entre ellos.

Semirrectas

Las semirrectas estan determinadas por un numero. En una semirrecta se encuentran todos los
nameros mayores (0 menores) que el.

X>a

(a,+x)={xeE R /a<x<+x}

(a,+o)

[a,+x)={xE R /a=<x<+w}

[a,+o0)

"l

(-o,a)={xER f-o<x<a]}



ACTIVIDAD 3

1) Escriba como intervalo el conjunto definido sobre la recta real.

3}1:......:: b]::.... —
3240 12 45 B 7 8
C) ; — d]{—c :
-2 S4 3240 172
N ; f)

2401234

——

2) Escriba, si es posible, como intervalo o union de intervalos los siguientes conjuntos de numeros reales:

a)A={x/5<x<9 b)B={x/-12x<3]
¢)C={x/x<-2vx>2} d)D={x/-4<x<2nx=-1}




3) Escriba en notacion conjuntista los siquientes intervalos de nameros reales:

I[E9 1

¢) [-i l]
7'
4. Representar el intervalo [-2,0]

5. Representar el intervalo (-2,0]

¢)(-/,-2

49



VIDEOS DE CONSULTA:
https://www.youtube.com/watch?v=MDiG-QLGmrA
https://www.youtube.com/watch?v=-0CcGpUm3Tc

https://www.youtube.com/watch?v=ptpRMWcHnLO
https://www.youtube.com/watch?v=DsnsHH_XgFs

https://www.youtube.com/watch?v=41EBV4970I0




3. LIMITES DE UNA FUNCION

El concepto de limite es fundamental dentro de las areas del calculo
diferencial e Integral. Por lo que iniciaremos por describir los
conceptos y definiciones de este tema en esta seccion.

El concepto de limite lo iniciaremos con un ejemplo de manera
numeérica para su mejor comprension, antes de su definicion formal:




Sea "f(x)" una funcidn dada por:

, ox*—1
flx) = pra—

Ahora recordemos que la division entre cero no esta permitida, independientemente de la
condicion: "0/0". Por lo gue la funcion no estara definida parax = 1.
Ahora bien, sustituyendo el valor de x=1 en la ecuacion f(x) resultara

5 -1

1
fo) = T——= =

1 (W]
m—— = _ﬂ = Mndeterminada

Graficando la funcion

=P

BT ¥

=1

L e
=3 -2 =1 1 2 ®

En el punto marcado como " © " existe un hueco de valor indeterminado para x= 1.
Tal pareciera que el hoyo tiene coordenadas (1,5)



En el punto marcado como " © " existe un hueco de valor indeterminado para x= 1.
Tal pareciera que el hoyo tiene coordenadas (1,5)

S

5

X 1
flx)= ——

Se= = = = =0 —3»  Coordenadas
(1.5}

I ==

Por lo que, para determinar el valor al que tiende "f(x)" cuando "x" tiende a "1"
le daremos valores proximosa ™ 1" por la izquierda y la derecha.
Tal como se muestraran en las tablas siguientes




VALORES DE fix).
PARA LA FUNCION :

Looxt =1
flx)= Y — 1

"%x" TIENDE A1 POR LA IZQUIERDA

_________________ = _________________
X o4 0.5 0.6 (L (14 ng a2 0,94 .96 0.98 089 .08 0.9955 |0.999599 'LFJF.IF]F]EEq
fix) | 16496 | 1.0475 [ 23058 (27731 | 33616 | 4.0851 | 426415 | 44249 | 48157 | 46040 | 49010 | 4.9900 | 40580 | 40900 |4 EIEIEIEID|
- - 3
" f{x) " TIENDE A 5 POR LA IZQUIERDA
"x" TIENDE A1 POR LA DERECHA
e | — e ——
1.13 1.14 1.15 1.16 117 1.18 1.18

¥ TOOD00A 1 Ooooa | 900070 | 1.0 1.01 110 1.11 1.92
f[:lf}l S5.0000 | 50001 | 0010 | 50100 | 24010 | 84031 | 62278 | 6.3528 | 64803

BEIDT | 7424 | B8771 | T.044 | 7542 | T.2RER

W
W
i

" f(x) " TIENDE A 5 POR LA DERECHA

Aungue "x" no puede |legar a ser "1" podemaos ir tan cerca como queramos a este ("17) .
Dando comao consecuencia que "f{x)" se haga tan proximo como queramas a "5" .




DEFINICION:

51 "f{x)" se hace arbitrariamente proximo a un unico namero "K" cuando "x" se aproxima hacia
"¢" por ambos lados, decimos que el limite de "f(x)" cuando "x" tiende a "¢" es "K",
Entonces lo podremos expresar como:

lim f(x)= K
=

POR CONSIGUIENTE EL COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION " f(x)" MOSTRADAS EN LAS
TABLAS ANTERIORES. PODRIA EXPRESARSE DE LA SIGUIENTE MANERA:

5

El limite de la funcion  f{x) = a cuando "x" liendea "1" es" 5"
x_




ENTONCES

Podriamos representaralas de la siguiente forma

. >
lim =1 =5
r=s1 ¥ 1

Entonces ahora si podemos expresar la definicion de limites por ambos lados:

DEFINICION:

Si "f(x)" se hace arbitrariamente préximo a un unico ndmero "K",
cuando "x" se aproxima hacia "c" por ambos lados.
Entonces decimos que el limite de "f(x)" cuando "x" tiende a "c" es "K".
Expresandose como:

lim fi(x)= K
X =




NOTA: 5i el limite de una funcion existe, es unico (es decir solo existe un solo valor de f(x) ).

EL LIMITE EXPLICADO CON ANTERIORIDAD SE CONSIDERA COMO "LIMITE BILATERAL" PORQUE
LLEGA AL MISMO WALOR DEL LIMITE POR AMBOS LADOS (IZQIVIERDA Y DERECHA)

fil=x} = | fiix)y = |
T - T -
xXr)l= — ry)= —
6 == f[ ] xr — -l [ = f{ -} ¥ — '1
B - “» Coordenadas B e —= Coordenadass
(1,5) (1.5)
‘T F’E 41 ;E_
o ‘ L 3 == ‘ L]
. .
2L 21 /i
II. 91 ,{f : \.\’1’.4"’-
1 i ; 1 1 i e 1 L 1 1 i e
L} L} L] 1 1 L] -..- L} L} L] 1 1 L] -..-
z 1 1 2 3 4 x = 1 1 z a 4 x
T POR LA IZQUIER DA, T POR LA DERECHA
DE — a II1II DE ] a II1II

TIENDE A "5" CUANDO "x" SEAPROXIMA A™1" PORAMBOS LADOS{IZOUIERDA Y DERECHA).
PARA LA FUNCION DADA

AHORA BIEN.
QUE PASA CUANDO EL LIMITE NO ES IGUAL AL DE AMBOS LADOS( IZQUIERDA ¥ DERECHA)
ENTOMNCES DECIMOS QUE SE TIENE UN "LIMITE LATERAL"

.- POR LA DERECHA
* .- POR LA IEQUIERDA



POR LO TANTO SU DEFINICION SERIA:

Es el limite que se da a medida que "x" se aproxima a un ndmero "c" por:

20 20
b C
¥ 1 ¥ !
10 10
| _t i b
D'l:" bh>c E—= G -*‘/‘)b'—'c
2 0 S 4 -3 0 I '
= 4
i — —.
=10 = -10 =
POR LA DERECHA POR LA IZQUIERDA
lim f(x)=D lim f(x) =1

E— X —=




1.- Encontrar el{los) limitel(s) laterall{es) si existen para la siguiente funcidon escalon, dada por.

—N
}.' = _—
Ed
SOLUCION:
Graficando tenemaos.
1.0
0.5 —
-10 -5 0 = 10
i X
-0.5 —

alizando al primer intervalo { = = O} el limite por la derecha viniendo de == a" 0" sulimite es "™ 1 ".

. —x
lirm = 1
= —= ] III
ando al segundo intervalo [ ¥ < 0O 2l limite por la derecha viniendo de - co a™ 0" sulimite es " - 1
. —x
lirm = -1

Observese que el limite por la derecha no es igual al limite por la izquierda.
para "x =0" no esta definida



ACTIVIDAD 4

1| Aplicando la definicion de limite, probar que:

:hr:+3=2

x—=1 2

2| Observa la grafica de esta funcion f(x) y calcular estos limites.

1. lim f(x)

X3

2. lim f{x)

x—=3-1

3. limf(x)

x—=1"

4, Iinllf(x)




Calcular los siguientes limites

lim (Yx* +3x —/x* +x)

xX3—m

) Fx -1
lim

x30 303 L gy D

) Fx—-1
lim
x2o 3ol 4 4y D

 NAx*t 4 x% +1
lim >
+1

X —=w x

. ¥2+1Y —-3x* +3
|IITI( )Z
X 3w W _5




B—
a Iimlng(xz 5)
X —m x
12 Iim[xf18x2+1
: 3% -1
0 Ilmu’ ; X
e dx +x
x—=0 b4

X 3w X 2
10 1 14 lim—>X_—°2
x>3 x2 _5x +6

5 1 “mﬂ'x+13—2
x_

x—33

11| 1im




ACTIVIDAD 5

Formule tres funciones que resuelvan problemas de su vida diaria,
resuélvalas y explique como las formulo.




VIDEOS DE CONSULTA:

https://www.youtube.com/watch?v=rrbS5[--1Ss
https:/ /www.youtube.com/watch?v=Uf9QXgqgigfdo

https://www.youtube.com/watch?v=Xxjf1_IBDFk
https://www.youtube.com/watch?v=8V63b4WxAKY
https://www.youtube.com/watch?v=PwBdwnc621g

https://www.youtube.com/watch?v=AcSwtKOwtLU




Evaluacion:
Examen (conocimiento) 40%
Procesos y productos 30%

Desarrollo y Actividades 30%

Para hacer un total del 100%




